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Aplica los principios de segmentos proporcionales en la solucion de
diversos problemas.

J

PROPORCIONALIDAD ENTRE SEGMENTOS

Se cree que el origen de los segmentos proporcionales (segun Plutarco) estuvo relacionado
con un viaje que Tales de Mileto realiz6 a Egipto. Admirado ante tan portentosos
monumentos de esta civilizacion, quiso saber la altura de las piramides. Tales, valiéndose
de la proyeccion de los rayos solares, realizé algunas mediciones y utilizé la sombra de las
pirdmides en una hora especifica del dia, empleando una técnica, pudo medir la altura de
las pirdmides de Keops, en Egipto.

En la vida real, en concepto de proporcionalidad, se utiliza en muchas situaciones, como
por ejemplo:

» Un nifio ha crecido mucho y esta bien proporcionado.

> El éxito de una persona esta proporcionado a su trabajo.

> Para repartir un pastel entro un nifio delgado y un adulto obeso, la porcién para
ambos debe ser a proporcion de su contextura.

» Lafuerza de un ratdn es menor en proporcién a la de un elefante.

» El salario de los trabajadores debe ser proporcional a su desempefio.

En matematica, el significado es mas restringido, pero en ambos casos resulta ser la
relacion entre magnitudes medibles.

En este capitulo, nos dedicaremos al estudio de los segmentos proporcionales para luego
aplicarlo en la semejanza de triangulos.

3.1 CONCEPTO DE PROPORCIONALIDAD.

Una proporcién es la igualdad entre dos razones, o sea la relacion entre dos
magnitudes medibles. Por lo tanto, dos segmentos son proporcionales a otros
dos cuando la razén de los dos primeros es igual a la razén de los otros dos.

Dado la medida de 4 segmentos AB, CD, EF, GH y tomados dos a dos, se dice
AB EF -
gue son proporcionales si las razones son iguales: = = o donde CD, EF se

les llama medios y AB, GHse denominan extremos.




Ejemplo:
Dado dos segmentos.
A 2cm B C D 3cm E F

\ J oo )

6 cm 9cm

AB _ AC
DE DF

La razon (division) de los dos primeros debe ser igual a la razon (division) de los otros
dos.

Es decir,

wll N
ol o

Si el producto de (E)(ﬁ) = (DE)(AC), entonces los segmentos son proporcionales.
Finalmente, (2)(9) = (3)(6) =18

Se concluye que:

En una proporcién, el producto de los medios es igual al producto de los extremos.
Ejemplo:

10

=0 6y 10 son los mediosy 5 y 12 son los extremos. Por lo tanto,

o lu

(5)(12) = (6)(10)

60 = 60

3.2 CUARTA, TERCERA Y MEDIA PROPORCIONAL.
En la proporcién de segmentos, existen relaciones para calcular las magnitudes de
segmentos desconocidos.
Cuarta proporcional: Se llama cuarta proporcional de tres cantidades

conocidas(a, b, ¢) al valor desconocido “x” que cumple la siguiente condicion:

b
2= i, entonces X = ®)©)
b X a
Ejemplo:
sia=15, b=12 yc=11, Halle x
15 _ 11
12 X
12)(11
x= 420D _ gg
15



Tercera proporcional: Se llama tercera proporcional de dos cantidades

conocidas(a, b) al valor desconocido “x” que cumpla la siguiente condicion.

a b b?
— = —, entonces x = —,
b x a
Ejemplo:
Sia=12, b=8 y Halle x
12 8
3 x
8)(8
x=8® 533
12

El valor desconocido es igual al cuadrado del término de igual valor dividido entre el
término con desigual valor.

Media proporcional: Se llama media proporcional de dos cantidades conocidas(a,
b) al valor desconocido “x” que cumpla la siguiente condicion:

Z = ib, entonces x% = (a)(h), x = V (a)(b)

Ejemplo:
sia=25, b=9 y Halle x
25 x

x 9

x = J(25)(9) = 15

3.3 PRINCIPIOS DE PROPORCIONALIDAD
3.3.1. TEOREMA FUNDAMENTAL.
Si una recta es paralela (//) a uno de los lados del tridngulo, entonces divide a los
otros lados del triangulo en segmentos proporcionales y se cumple que los
segmentos totales son proporcionales a los segmentos parciales.

A
SIDE // BC, ENTONCES SE
CUMPLE QUE:

AD AE

DB EC

: AB _ AC

D AD AE
AB _ AC

DB EC

C



Ejemplos

1. Compruebe si se cumple o no el teorema fundamental de proporcionalidad

2.SiLM //NP, En el ALMS. Halle SM

5,2

SOLUCION:

Para que se cumpla el Teorema Fundamental
de Proporcionalidad (T.F.P) oA
DE CE

Reemplazando los valores

Multiplicando en cruz o dividiendo, se tiene
(3,1)(8) = (6,2)(4), LA RAZONES 0,5

24,8 = 24,8. Luego se cumple el T.F.P. De
este modo, AB //DC

SOLUCION:

Como LM //NP se cumple el Teorema

Fundamental de Proporcionalidad (T.F.P)
IN _ NS

MP  PS
Reemplazando los valores

4 6

52 P

95

Aplicando la cuarta proporcional, multiplicando
en cruz y dividiendo, se tiene:

_S — (5,2)(6) - ﬁ — 7,8
4 4

Luego, SM = SP + PM

SM = 7,8+5,2=13, SM = 13



3. SiTS //PR. Halle el valor de “x” y “y” los segmentos SR y PH

T 4x+7 P X +4

SOLUCION

Como TS //PR, se cumple el Teorema Fundamental de Proporcionalidad (T.F.P)
TP SR
PH RH

4x+7 _ 3x+4
T x-2

Reemplazando los valores:

Multiplicando en cruz, se tiene: (4x +7)(x +2) = (x+4)(3x + 4)
4x2 +8x+ 7x+ 14 =3x*> + 4x + 12x + 16

Pasando todos los términos para el lado izquierdo de la ecuacion
4x2+8x+7x+14—3x*>—4x—12x—16 =0

Reduciendo los términos semejantes

x?—x—2=0, esun Trinomio de la forma x? + bx + ¢

Solucion x =2 y x = -1 descartada porque es un valor negativo.

X =2.
SR=3x+4=3(2)+4=10 PH=x+4=2+4
SR =10 PH=6



3.3.2. TEOREMA DE THALES
Si tres rectas paralelas son intersecadas por dos rectas transversales, los

segmentos que se forman con las rectas transversales, determinados por las
paralelas, son propprcionales.

(%)

T

/ SIOR // PS // QT , ENTONCES
0 SE CUMPLE QUE:
<«
RS
P
|

PQ

og_m
OP RS
%
PQ

RT
ST

v

3.3.3. TEOREMA DE LA BISECTRIZ.
La bisectriz de un angulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los

contiguos.

C SICD ES LA BISECTRIZ DEL C,
ENTONCES SE CUMPLE QUE:

AD AC

DB CB

CA_ CB

A \5 B AD BD

DPADRA DECODDAD

La bisectriz es un segmento que divide el angulo de un tridngulo en dos partes
iguales.

La mediana es un segmento de recta trazado desde el vértice de un tridngulo hasta
el punto medio de su lado opuesto.

La altura es un segmento de recta perpendicular a un lado, o su prolongacién que
pasa por el vértice del lado opuesto de un triangulo.

La mediatriz es la recta perpendicular del lado de un triangulo que parte desde su
punto medio.




Ejemplos

1. Encuentre el valor de AC. Tome en cuenta que AB//CD//EF
SOLUCION:
Como AB//CD//EF,

se cumple el Teorema de Tales (T.D.T)

Aplicando la cuarta proporcional, multiplicando
en cruz y dividiendo, se tiene:

T4 = D10 =%=5,38

13 1

Luego, CA = 5,38

2. Encuentre los valores de x, HP, WN, AP y BN. Tome en cuenta que
AB//HW /PN

AH _ BW .
— = — Aplicando el teorema de Tales
HP  WN

3

10" taiid Reemplazando
X X

(3)(5x+12) = (12)( x + 10), multiplicando en cruz

15x + 36 = 12x + 120 De aqui, 15x — 12x = —36 + 120, luego : 3x = 84



3’“\4=ﬁ X = 28
3 3

Para buscar los otros resultados se reemplaza el valor de “x” por 28

HP=x+10=28+10 =38 HP = 38
WN=5x+12=528)+12=140+12 = 152 WN = 152
AP =AH + HP = 3+38= 41 AP = 41
BN = BW + WN =12 + 152 = 164 BN = 164

3. Enel AEFG, e =25cm, g =14cm y f=21cm.

Halle los segmentos EH = x , HG = y determinados por la bisectriz del

SOLUCION: e=25 G

EF _ EH . . .
= =T Aplicando en teorema de la bisectriz

14
e % Reemplazando. Como x+y = 21, entonces: y = 21- X

14 X . .
=N Reemplazamos y por 21 — x y aplicamos la cuarta proporcional
—-X

14(21 — x) = 25x
294 — 14x = 25x eso equivalea, 294 = 14x + 25x 294 = 39x

294 9
= AZ Luego, x = 7,54
39 9

Para buscar el valor de y, reemplazo el valor de x eny =21 — X

y =21 — (7,54) y = 13,46



ASIGNACION N° 7.1

| PARTE: Complete las siguientes proporciones. LOS IMPARES

Y

1. 2 W

ac _ XY _

7 wy

Z
P
B

3.
¢ a_

2 e

A
B
A 6.
AC =BD N NQ =0R
C D R
Q
E

Il PARTE: Compruebe Si se cumple o No el Teorema Fundamental de Proporcionalidad.

B
1.
10
E
D

9

18 |
c

A

10



Il PARTE: Encuentre los valores indicados, usando el Teorema de Tales, el Teorema

Fundamental de Proporcionalidad y el Teorema de la Bisectriz.
|

1. W//]_K 2. DC es la bisectriz del angulo D
A
15
C
X
B
24
40
K D
Halle los valores de x, TK Halle los valores de CB y AB
X
A I
BD// CE
3. 4. /
7 PQ//RS//TU
< I\O\ Q//RS// C
31
/5% )
& S o
93 B
/ 59 D
T
D E__
Halle los valores de x, QU Halle los valores de x, AB
6.
i 3x 57 | BC//DE
2 2
AD// BE |/ EF D 3x 4+ 8 51
Halle los valores dey, AC Halle los valores de x, AD y AC

11
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Unidad . o . . . "
Aplica los criterios de semejanza en diversas figuras geomeétricas y

situaciones del entorno.

J

8

SEMEJANZA DE TRIANGULOS

No se sabe con certeza cuando fue la primera vez que se utiliz6 el concepto de semejanza.
Sin embargo, las necesidades de agrimensura y de construccion pudo haber sido lo que
llevd a los pueblos antiguos a utilizar de manera informal este concepto. Existen muchas
opiniones sobre la utilizacion de la semejanza por los babilonios, griegos y egipcios, en
tablillas encontradas de estos pueblos, se observaron dibujos de triangulos con medidas
gue, aparentemente se aplicé una féormula de semejanza equivalente a la que actualmente
utilizamos.

Diversas fuentes antiguas como la de Didégenes Laercio, Plinio y Plutarco, contaron que
Tales de Mileto, reconocido pensador griego, calcul la distancia de un barco a la playa
por medio de la proporcionalidad de los lados de triangulos semejantes. A demas, midi6 la
altura de las piramides de Egipto observando las longitudes de sus sombras en el momento
en que la sombra proyectada por un palo (bastén) vertical era exactamente igual a la
longitud del mismo, a través de los rayos del sol. Ver FIGURA 4.1

FIGURA 4.1

Altura
del

Sombra de la pirdmide Sombra
del
bastén

altura de la piramide  altura del baston

sombra de la piramide  sombra del bastén

Este término evoluciond en la escuela pitagérica al igual que el de las proporciones, aunque
reconocen que sus origenes pueden rastrearse en los babilonios. Las primeras

12



demostraciones en lo relativo a figuras semejantes se encuentran en “los elementos” de
Euclides. Conforme fue pasando el tiempo, surgi6é la necesidad de estudiar este concepto
mas a fondo ya que aparecia en muchas situaciones del entorno, fueron muchos
matematicos que le dieron auge y un desarrollo formal a la semejanza.

El concepto de semejanza con el de proporcionalidad guardan mucha relacion, el analisis
del mismo ayudara a comprender su significado y aplicarlo en muchas soluciones de
problemas.

Cuando se habla de objetos parecidos a otros, objetos de igual forma o tamafio, es posible
gue se estén refiriendo a semejanza de objetos. También, cuando se establece una relacién
entre dos cosas como por ejemplos:

El reloj de Juan es semejante al de Pedro.
El rostro de Maria guarda una semejanza con el de su hermano Luis.
La casa de mi tia es semejante a la de mi abuela.

En fin, en muchas situaciones de la vida diaria se utiliza este término y en casi todos los
casos se hace referencia a “se parece a”, cuando se comparan los objetos.

En matematica, la semejanza se utiliza en conjunto con la proporcionalidad. Para esto, se
hacen modelos a escalas pequefias para llevarlo a la realidad (edificios, puentes) e incluso
dos figuras también son semejantes si tienen el mismo tamafio y forma. (Dos autos idénticos
pero con colores diferentes). De lo anterior, se puede concluir que dos objetos son
semejantes si guardan una proporcion entre las medidas en cada una de sus partes
respectivas.

8.1 DEFINICION DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos figuras son semejantes si tienen exactamente la misma forma pero no necesariamente
el mismo tamafio. En particular, dos triangulos son semejantes si tienen sus angulos
respectivamente congruentes (igual medida) y sus lados homologos son proporcionales
(son los opuestos a angulos iguales). La semejanza se denota por el simbolo “~” y se lee
“semejante a”

B
Losladosayf, cye,

ABCA ~ADEF D b y d se llaman
homdlogos.
C ~ —
@ Los angulos AyF,
f e

CyE, ByD son
homadlogos de igual

medida.

13




8.2 CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS.

Por las caracteristicas y propiedades de los triangulos, existen criterios para verificar si los
triangulos son semejantes. Estos criterios son:

8.2.1. Angulo — Angulo — Angulo (A. A. A)
Dos triangulos son semejantes si tienen dos pares de angulos respectivos iguales.

El tercer angulo respectivo, también, tiene la misma medida porque la suma de los tres
angulos es 180°.

Propiedad del tercer angulo de dos triangulos

Si dos tridngulos tienen dos angulos iguales respectivos, el tercero de ambos también son
iguales

Ejemplo: Demuestre que AABC ~ ABED

A
63 E D
\‘5 59
63
59
¢ B
AFIRMACION JUSTIFICACION
< CAB =< DBE Ambos tienen medida de 63°
< CBA =< DEB Ambos tienen medida de 59°
< ACB =< BDE Propiedad del tercer angulo de dos

triangulos
Luego por el criterio A.A.A.,, AABC ~ ABED

Ejemplo: Demuestre que ABQC ~ ATQM. Sabiendo que TM /| BC

@]

14



AFIRMACION JUSTIFICACION

<TQM =< BQC Ambos tridngulos comparten el mismo
angulo.
<QTM =< QBC Son correspondientes. TM//BC y

OB es la transversal

<QMT =< QCB Son correspondientes. TM//BC y
QC es la transversal

Luego por el criterio A.A.A.,, ABQC ~ATQM

8.2.2. Lado — Lado — Lado (L.L.L)

Dos triangulos son semejantes si los tres lados respectivos, del primer triangulo, son
proporcionales a los otros tres lados respectivos, del segundo triangulo.

Ejemplo: Demuestre que AABC ~ ABDC

24
12 10

A 5 cC 20 D
Solucioén:

Para que los tres lados sean proporcionales se debe cumplir:

A5 BC CA
BD DC CB
12 10 5
24 20 10
05=05=0,5

Como la razén es la misma se cumple el criterio L.L.L, luego AABC ~ ABDC

15



8.2.3. Lado — Angulo — Lado (L.A.L.)

Dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman
esos lados, tienen la misma medida.

Ejemplo: Demuestre que AABC ~ AEDC . Sabiendo que AE = 30
A

20

15 E
Solucion:
CE = AE — AC = 30 — 20 = 10.

Para que los dos lados sean proporcionales entre si, se debe cumplir:

iC B
EC CD
20 15
10 75
2 = 2 Como larazén es 2, los lados son proporcionales.

< ACB =< ECD, porgue son opuestos por el vértice.

Ahora, aplicando el criterio L. A.L., AABC ~ AEDC

16



EJEMPLOS RESUELTOS
Si ARSU ~ ARTS. Encuentre X y y

R

15

Solucion:

Como ARSU ~ ARTS, entonces se cumple: % .

. 15
Reemplazando se tiene: — =
x+16 15 20

15 X
x+16 715

Multiplicando en cruz: (15)(15) = x(x +16)

225 = x? + 16x, luego x? + 16x — 225 = 0 (trinomio de la forma x? + bx + ¢)
x+25) (x—-9)=0

x+25=0 o X—9=0

X = - 25 solucion extrafia. o Xx=9

., 9
Como x =9, se toma la otra proporcién 11—5 ==, luego == 2y:0

_ (9(0) _ 180
- 15 T 15

Se concluye que: y =12



Halle los valores de x y y. Encuentre el &rea del trapecio. Sabiendo que: AABC ~ AADE

28 @ —————>
C

A 16 E
X +7 3
AREA DEL (by + by)h
TRAPECIO 3x +6 A= —
y D
Solucién:

AB BC CA Porque AABC ~ AADE.
AD DE EA

20 x+7 16 Sustituyendo los valores.
4x +5y 3x+6 28
x+7 16 Por la cuarta proporcional.
3x+6 28
28(x+7) =16(3x + 6) Multiplicando en cruz.
28x + 196 = 48x + 96 Resolviendo la multiplicacion.
196 — 96 = 48x — 28x
100 = 20x
x=5

20 E Por la cuarta proporcional, ya que x =5
4x + 5y 28

20 A E Sustituyendo x =5

4(5)+5y 28

20 _ 16
20+ 5y 28

18



20(28) = 16(20 +5y) Multiplicando en cruz.

560 = 320 +80y Resolviendo la multiplicacion

560 — 320 = 80y

240 = 80y

y=3 Al dividir 240 entre 80
by=BC=x+4+7=54+7=12 b,=DE =3x+6=3(5)+6=15+6 =21

(b1+by)h (12+21)12

h= CE=28-16 =12, luego A = -

, reemplazando 4 =

_ (3312 _
= —2 =

A % = 198. Area del trapecio es 198

Halle el valor de x . Encuentre PN. Sabiendo que: ALMN ~ ANOP. Ambos son

rectangulo
o}
2x + 10
x—1 3
X
-+7
0]
N
M 5x
—+13
3
Solucion:

LM MN NL Porque ALMN ~ ANOP
NO 0P PN

Sustituyendo en la proporcién

para buscar el valor de x.

5x

x —
Z+7 %" +10

Multiplicando en cruz.
( 1)(2x+10) = x+7 5x+13
2x? 2x 52 13x 35x Resolviendo la multiplicacion.
— +10x———-10= —+—+—+91

3 3 21 7 3

19



14x% 4+ 210x — 14x — 210 = 5x% + 39x + 245x + 1911

14x? + 210x — 14x — 210 — 5x% — 39x — 245x — 1911
=0

9x%? —88x — 2121 =0

1x 101 101
9x -189 -21
9 -88 2121

Luego x—21=0 y 9x +101=0

x=21 y x=-101/9 solucién extrafa.

Se multiplica toda la ecuacion
por el m.c.m. que es 21.

Se agrupan de un lado de la
ecuacion.

Se reducen los semejantes

Es trinomio de la forma ax? +
bx +c

Como el ANOP es rectangulo, entonces se cumple el teorema de Pitagoras

— 2x 2(21) 42

PO=—+4+10= —+4+10= —+10=14+10 = 24
3 3 3

— X (21)

0N=7+7=7+7= 3+7=10

PN = \/(ﬁ)z + (ON)? = \/(24)? + (10)? = V576 + 100 = V676 = 26

20



CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 8.1( LOS IMPARES)

| parte: Valiéndose de los criterios de semejanza de triAngulos, resuelva los siguientes
ejercicios propuestos. Utilice en algunos ejemplos, los angulos alternos internos, alternos

externos, correspondientes, opuestos por el vértice,ya que tienen la misma medida.
1. 2.

Demuestre que AABC ~ ADEC Demuestre que ARST ~ AVSU
A Si RT// UV N

44

B
T
3. Demuestre que AABC ~ ALMN 4. Demuestre que AABC ~ APQR
Si  AD//BL YCB//MN A
A B SiAB// QD YAD// RP
4
57
C
N
2715 a
D
D M L P
5. Demuestre que AFGH ~ ALMN 6. Demuestre que ARST~ ARVW
SiVW = UW

Aplique del teorema de Pitagoras




Il Parte: Tomando en cuenta que los tridngulos son semejantes:

“y, " “y 9 (18] [T

1. Halle los valores de “x” y “y 2. Halle los valores de “x” y “y

y el perimetro del AHFG y el perimetro del AABC
ElAHI] ~ AHFG ELAABC ~ ACED
B
10 D
3X+4 /
E 6
X
c
A 24
F
3. Si el perimetro del AABC es 34. 4. Encuentre los valores de “x y
”y”
Halle el valor de CE. y area del rectangulo.
ELAABC ~ AADE
5X M
A < E
y
7 5x
z
B 21 N 10
11x-3 3y—-4 ]
36
T

EUARST ~ ALMN
12

[Tl] Gy 9

5. Encuentre los valores de “xX” y “y

6. Halle el valor de x y AE

y area del rectangulo.
ELALMN ~ ALPR

40

ElAABC ~ AEDC
4x -1




Unidad Analiza el concepto de trigonométrica y da solucion a diferentes
9 situaciones referente a la medicion de triangulos

J

INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA

Se cree que hace mas 3 000 afios, las culturas babilénicas y egipcias utilizaban la
trigonometria para efectuar medidas en la agricultura y para la construccién de
pirdmides. Su desarrollo surge por los primeros esfuerzos para el avance de la
astronomia, para mejorar la navegacion y el calculo del tiempo.

El estudio de la trigonometria se desarroll6 en Grecia, en donde se destaca el
matematico y astrénomo Griego Hiparco de Nicea, primer astrénomo, cientifico
creador de una tabla trigonométrica para resolver triangulos. Fue uno de los
principales desarrolladores de la Trigonometria y es considerado el Padre de la
trigonometria. Tres siglos después, Claudio Tlomeo, astronomo y matematico,
realiz6 importantes contribuciones a la trigonometria, publicado en su libro
Almagesto.

La trigonometria paso por la India y Arabia donde era utilizada en la Astronomia. Y
desde Arabia se difundio por Europa, donde finalmente se separa de la Astronomia
para convertirse en una rama independiente y parte de la matematica

A finales del siglo VIII los astronomos arabes trabajaron con la funcion seno y a
finales del siglo X ya habian completado la funcion seno y las otras cinco funciones.
También descubrieron y demostraron teoremas fundamentales de la trigonometria.
A principios del siglo XVII, el matematico John Napier inventd los logaritmos y
gracias a esto los célculos trigopnométricos recibieron un gran empuje.

A mediados del siglo XVII Newton encontré la serie para el sen x y series similares
para el cos x y la tan x. Con la invencion del calculo las funciones trigonométricas
fueron incorporadas al analisis, donde todavia hoy desempefian un importante
papel tanto en las matematicas puras como en las aplicadas.

Para el siglo XVIII, el matematico Suizo Leonhard Euler define formalmente las 6
funciones trigonométricas, Utiles hasta la fecha.

El precursor mas importante de la trigonometria fue el filésofo y matematico griego,

Pitdgoras de Samos (572 a.c.), famoso por establecer el teorema que lleva su
nombre.
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9.1. ORIGEN Y CONCEPTO

El Origen de la palabra TRIGONOMETRIA, proviene de los vocablos griegos
"trigonos" (triangulos) y "metria" (medicién), que significa “medicion de
triangulos”.

La Trigonometria es la rama de las mateméaticas que estudia las relaciones
entre los lados y los angulos de los tridngulos.

En general, la trigonometria es usada para calcular distancias, alturas y areas, se
aplica en termodindmica, electricidad, navegacion, fisica, guimica, ingenieria,
astronomia, entre otras. Gracias a la trigonometria se pudo medir la altura del monte
Everest, considerada la montafia mas alta del mundo.

9.2. PLANO CARTESIANO O SISTEMA DE COORDENADAS
RECTANGULARES

Un sistema de coordenadas o cartesianas lo forman dos rectas perpendiculares
entre si, que se cortan en el origen.

La recta horizontal se llama eje de las X o eje de las abscisas y la recta
vertical se llama eje de las Y o0 eje de las ordenadas.

El punto de interseccion (O), donde se cortan los dos ejes, es el origen
de coordenadas.

Las coordenadas de un punto cualquiera vendran dadas por las
proyecciones de la distancia entre el punto y el origen sobre cada uno de
los ejes. Las coordenadas de un punto cualquiera P se representan

por P(X,Yy).

La primera coordenada se mide sobre el eje de abscisas, y se la
denomina coordenada x del punto o abscisa del punto.

La segunda coordenada se mide sobre el eje de ordenadas, y se le
lama coordenada y del punto u ordenada del punto.

La longitud del segmento que une al origen con el punto P, recibe el
nombre de radio vector.

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro partes iguales y a
cada una de ellas se les llama cuadrante. Los cuadrantes se leen en
sentido contrario a las manecillas del reloj, empezando por la parte
superior derecha y se representa por las letras Q;, Q,, Q;, Q, También, se
acostumbra colocarle los numeros romanos I, I, 11l y IV. El signo de la
abscisa y de la ordenada dependera del cuadrante donde se ubique el
punto. El radio vector se considera siempre positivo.
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SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES
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FIGURA 9.1
Ejemplos
Ubique los siguientes puntos en el plano cartesiano.
+Y
A(3,4) D (1, -4) }°

B(-5,6) E(O,-7)

C (-3, -2) F (5, 0) i .

. +A{3:-4)
3
2

E(0;,~7) t Fi(5;0
.';‘" pr: 7. B B | 1 4 * 7 :3+X
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C (43,1-2

\ Yt d 3
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9.3. ANGULOS TRIGONOMETRICOS

9.3.1. DEFINICION

Un angulo trigonométrico es aquel formado por dos rayos que tiene un punto en
comun llamado vértice. Los dos rayos que forman el &ngulo se llaman: Lado inicial
(permanece fijo) y el otro lado terminal (rotacion).

Lado terminal

Lado inicial
FIGURA 9.2

9.3.2. CLASIFICACION
Los angulos trigonométricos se clasifican en:
a. Angulo positivo
Es aquel que gira en sentido contrario a las manecillas del reloj.
Ejemplos: 67°, 89°, 180°, 275°, 345°

b. Angulo negativo
Es aquel que tiene rotacion en sentido a las manecillas del reloj.
Ejemplos: -38°, -135° -370° -670°

c. Angulo en su posicion normal o estandar
Un angulo trigonométrico esta en su posicion normal, si su vértice coincide
con el origen del sistema cartesiano y su lado inicial coincide con el eje "x"
positivo. Cuando un angulo, esta en posicion normal, el lado final puede estar
en uno de los cuadrantes, en cuyo caso se dice que éste pertenece a tal
cuadrante.

Observe que el lado
inicial del angulo
coincide con el eje de
las x positivo y el lado

»

180°«

—>—> 0°y 360° . )
Lado inicial +X terminal esta en el
cuadrante II.
270°y FIGURA 12. 3
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d. Angulo cuadrante
Es aquel angulo cuyo lado terminal coincide con uno de los ejes.
Ejemplo: 90°, 1809, 270° y 360°, 4500°.

e. Angulo de referencia o relacionado:
Es aquel angulo positivo que se forma solo y exclusivamente con el eje de las X.
Se denota por 6y

Dependiendo del cuadrante se puede utilizar lo siguiente:
Q1l: 6;=0 Q3: 6; =6 —-180°
Q2: 6;=180°-0 Q4: 6, =360°—0

Ejemplos: Halle el angulo relacionado de: 3300, 2259, 140°, -300°

A
< F'4aN -
C\ 360° 180 25" p’
L X 30°
Or =360°—0 0p =0 —180°
Or = 360°— 330° 330° 225° O = 225" —180°
GR = 30° OR =45
140° / -300°
K—
40° \ o
Or =180°— 6 0r =360°—0
0r = 180° — 140° 0r = 360°—300°
BR = 4’00 BR — 600
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f. Angulos Coterminales

Son aquellos angulos que colocados en su posicion normal tienen el mismo lado
terminal. Se denota por .. Un angulo coterminal es el residuo o diferencia de
la division del angulo dado entre 360°. El entero de la division es el numero de
vueltas que gira el &ngulo. Otro angulo coterminal es aquel angulo en giro
contrario que resulte de la resta del angulo encontrado y 360.

Ejemplos: Halle &ngulos Coterminales de
485° -950°

-950°
485°

P 1300
125°

SR
&Y AN

485 - 360 —950 =+ 360
1 vuelta V' 2 vueltas
0, =125y 0, = —230°y
0, = —235° 0, = 130°

9.4. CONCEPTOS DE ABSCISA, ORDENADA Y RADIO VECTOR
Si se ubica un punto P(X, y) en el sistema de coordenadas rectangulares y se traza

una recta desde el origen al punto P y una perpendicular desde el eje de las x al
mismo punto P, se formara un triangulo rectangulo mediante el cual, se podra
obtener el valor de la abscisa, ordenada y el radio vector.

P(x, y)
y

+X

FIGURA 11.4

r = radio vector y=ordenada x = abscisa

De lo anterior, se define:
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La abscisa: Es la distancia desde el punto P hasta el eje vertical, o eje y.
La ordenada: Es la altura desde el punto P hasta el eje horizontal, o eje x.

El radio vector: es la distancia rectilinea que va desde el origen de coordenadas
hasta el punto P.

Es importante destacar que el signo de laabscisay de la ordenada depende
del cuadrante donde esté ubicado el radio vector o el punto P, el radio vector
siempre se considera positivo.

Por construccion, el tridngulo formado es rectangulo, por lo que se aplica el
Teorema de PITAGORAS. (Ver figura 11.4)

TEOREMA:

EN UN TRIANGULO RECTANGULO, EL CUADRADO DE LA LONGITUD DE LA
HIPOTENUSA (r) ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRADO DE LAS
LONGITUDES DE LOS CATETOS (X, Y).

r? = x% + y?,

De la ecuacion anterior, despejando, se concluye que:
r= a4y

X i\/ryz

y=tfriox

Ejemplo 1
Encuentre el valor de la abscisa, sabiendo que el radio vector vale 15y la
ordenada es —9. P esta en Q5. Trace el punto.
Solucion:
r=15
=-9
X=7?

Aplicando el teorema de Pitagoras
Se tiene que:
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X =d\r2—y

x = +/(15)2 — (-9)?

-X ¢
x = +Vv225—-81
9 r=15
x = 1+V144
P(-12, -9)

x ==12 /

-Y
x = —12, porque P estaen Q.
Ejemplo 2

Halle los valores de las coordenadas faltantes sabiendo que x =6 y r = +/80.
Trace la grafica.

Solucioén:

X=6

r=+/80

y=?

Aplicando el teorema de Pitagoras
Se tiene que:

y:i/rz_xz

P(6; 6,63)
= 2 _ (6)2 2
y = i\/ (v/80)2 — (6) 4 | 6,63
» N
y = +V80 — 36 N\ | 663
y = +V44 S(6; - 6,63)
y = 16,63 /

Dos respuestas, porque no se especifica un sélo punto.
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CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 9.1

Resuelva los siguientes ejercicios.

1. En el sistema de coordenadas rectangulares, trace la linea que pasa por
los puntos dados.
a. A(l,2)yB(-2,5) c. A(3,-2) yB(-4,5)
b. C(3,0)yB(0,6) d. A(-3,-7)y B (3; 4,5)
2. Dibuje el triangulo cuyos vértices son: A(0,6); B(3,0); C(-3,0), especifique
el nombre del triangulo dibujado.
3. Construya los angulos dados, sefiale su lado inicial, su lado terminal e
indique el sentido de rotacion:

a. 30° d. -840°
b. 435° e. —225°
4. Encuentre un angulo coterminal positivo y un negativo de los siguientes
angulos:
a. 75° d. 930°
b. -55° e. —1300°
5. Construya y halle el angulo de referencia o relacionado de:
a. 280° d. 315°
b. —330° e. 180°
6. Construya los angulos dados en su posiciéon normal.
a. 75° d. - 50°
b. 245° e.—420°

7. Encuentre el valor del elemento faltante y trace la gréafica, tome en cuenta
la ubicacion del punto P o de los puntos.

a. x=4 y=47 d. y=-6 r=+125;PestaenQ,
b. x=7 r=+/75 ,PestaenqQ, e. x=-18 r=30; PestaenqQ,
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Unidad
Transforma angulos del sistema sexagesimal al sistema circular de

10 grados a radianes y viceversa.

J

MEDIDAS ANGULARES Y CIRCULARES

El uso de las medidas de los angulos data de la era de los desaparecidos
babilénicos. Se cree que los babilonios determinaron aproximaciones de medidas
con é&ngulos. Evidencias de estas practicas fueron halladas en varias tablas
grabadas sobre arcilla. Los egipcios; por su parte, dividieron a los 360 grados de la
ecliptica en 36 secciones de 10 grados cada uno; cada diez grados contenia una
constelacion de estrellas, alineadas a lo largo de la ecliptica, todos estos calculos
se realizaban para determinar las horas de la noche y de las estaciones.

Fueron los arabes los que asentaron el uso del sistema sexagesimal en la cultura
moderna y por curiosidad, este sistema de medida sigue funcionando a la
perfeccion. Hoy dia, se utilizan otro sistema adoptado universalmente cuya medida
de angulos se basan en radianes, los angulos se pueden calcular en diferentes
unidades de medidas. Para esto, es necesario conocer los diferentes sistemas de
medidas de los angulos y sus relaciones. Es importante, para este estudio, tomar
en cuenta la rotacion del angulo.

La rotacion del angulo se puede efectuar en dos sentidos, tomando en cuenta un
punto fijo (lamado vértice), una posicion inicial (Ilamado lada inicial) y una posicion
final (lamado lado terminal):

v' Girando en sentido a las manecillas del reloj, en este caso el angulo tiene un
valor negativo. (figura 10.1)
v' Girando en sentido contrario a las manecillas del reloj, en este caso el angulo
tiene valor positivo. (figura 10.2)
Figura 10.1 Figura 10.2
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10.1. MEDICION DE ANGULOS

Muchos son los sistemas paras medir &ngulos, los méas utilizados son el sistema
sexagesimal y el sistema circular.

10.1.1. Sistema sexagesimal

En el sistema sexagesimal se considera a la circunferencia dividida en 360 partes
iguales; y un angulo de 1° sexagesimal es la medida de aquel que se genera cuando
el giro, en el mismo sentido de las manecillas del reloj, del lado terminal es de 1/360
parte de una vuelta completa. Cada grado (°) se considera dividido en 60 partes
iguales llamados minutos (‘) y cada minuto en 60 partes iguales llamados segundos
(). La unidad de medida estéa basada en grados. Nos indican qué tan abierto es un
angulo, y son la herramienta fundamental para la Trigonometria. En una
circunferencia, que es la abertura total, caben 360°. En el angulo llano o semicirculo
hay 180°, y en el angulo Recto hay una medida de 90°.

90° ~ 89° 59’ 60”

10.1.2. Sistema circular

El sistema circular o radian se define como la medida del angulo que encierra un
arco de la circunferencia de longitud igual al radio de ésta. Es decir, una
circunferencia de radio “r¢, un radian, es la medida del angulo que se forma con el

arco de la circunferencia cuya longitud es “r“. La unidad de medida esta basada en
radianes(rad).

Figura 10.3

B
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El valor de un &ngulo de un giro es de 2r radianes. El nUmero r es la relacion que
existe entre el perimetro de una circunferencia y su diametro. Esta relacion se
mantiene constante para cualquier circunferencia.

10.2. EQUIVALENCIA DE UN ANGULO EN EL SISTEMA SEXAGESIMAL, EL
SISTEMA CIRCULAR Y VICEVERSA.

10. 2.1. De grados a radianes

En trigonométrica, La equivalencia entre grados y radianes es importante conocerla,
la utilizacion de esta conversion ayuda a de simplificar en operaciones cuando se
utilizan angulos. En el sistema sexagesimal, la equivalencia se resume a la siguiente
formula:

T

1°=
180°

Observaciones

- . s
a. Un angulo recto es equivalente a >

b. Una revoluciéon es equivalente a 21

Ejemplos de transformaciones de angulos enteros de grados a radianes.

45°

., T L N -
Solucién: 45° x T80° = " se simplifica el 45 y el 180, ambos los divide el 9
135°

L, T 3n . e ..
Solucién: 135° x T80° = ”y se simplifica el 135y el 180, ambos los divide el 45
380°

., 7 19 . - ..
Solucién: 380° x T80° = Y se simplifica el 380 y el 180, ambos los divide el 20.
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Ejemplos de transformaciones de angulos rectos a radianes.

8 angulos rectos
-, T -
Solucion: 8 x > = 41 se simplifica el 8 y el 2.

6,5 angulos rectos

., T 65 13m . -
Solucion: 6,5 x— = —x— = — se simplifica el 65y el 10.
2 10 2 4

Ejemplos de transformaciones de angulos con revoluciones a radianes.
6 revoluciones

Solucién: 6 x 2T = 12m

3,4 revoluciones

., 34
Soluciéon: 3,4 x2m = 6,8 = %n = e

Ejemplos de transformaciones de grados(®), minutos(‘) y segundos(‘) a
radianes.

11° 6’ 40”
Solucion:
1° es equivalente a 60’ (minutos) y a 3600” (segundos)

1’ (minuto) es equivalente a 60” (segundos)

6 40 i o, ) .
= (11 + —+ —) X Se aplicé la equivalencia
60 3600 180°
1 1 T . e .
= (11 + —+ —) X se simplificaron las fracciones.
10 90 180°

se buscé el m.c.m.

B (990+9+1)X n
- 90 180°
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—'(1OOO)X T __Sn
"\ 9 180° T 81

19° 41’ 15”

Solucién:

Se simplifico

1° es equivalente a 60’ (minutos) y a 3600” (segundos)

1’ (minuto) es equivalente a 60” (segundos)

= (19 + =4 1—5) X —
60 3600 180°

= (19 + =4 L) X —
60 240 180°

_ (4560+164+1) T

240 180°
4725 T
= (— )X
240 /7 180°
_ 7t
T 64

10.2.2. De radianes a grados

Se aplicé la equivalencia

se simplificaron las fracciones.

se busco el m.c.m.

Se simplificé

De igual manera es importante conocer la transformacion contraria de los angulos,
en este caso, la de radianes a grados. En el sistema circular, la equivalencia se

reduce a la siguiente férmula:

1 radian =

180°
s

Ejemplos de transformaciones de angulos enteros de radianes a grados.

T

6

., m_ 180°
Solucion: ZX

[

=30°

Se multiplica por la equivalencia.

Se simplifican los nimeros 180 con 6 y el simbolo
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5w

9
., 5 180°
Solucioén: > X
9 T
=100°
231
12

180°
/14

., 231
Solucién: — X
12

= 345°

Ejemplos de transformaciones de

segundos(“).

Se multiplica por la equivalencia.

se simplifican los numeros 180 con 9 y el simbolo

Se multiplica por la equivalencia.

Se simplifican los numeros 180 con 12 y el simbolo

radianes a grados(®),

minutos(‘) vy

T
81
Solucién: % X 180° Se multiplica por la equivalencia.
-2 Se simplifican los nimeros 180 y 81 el simbolo de .
Operacion Cociente Cociente x | Dividendo Residuo  se
divisor menos el | multiplica por
resultado de la | 60°
multiplicacion
20 -9 =2 2° 2x9 =18 20-18=2 EX60°:4—00
9 3
40+3 =13 13’ 13x3 =39 40-39=1 |1 y50°=20
3
20 20”
La solucion es 2° 13’ 20”
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7

64
., 7m _ 180° . : .
Solucion: " X - Se multiplica por la equivalencia.
315° o . ]
= Te Se simplifican los niumeros 180 y 64 el simbolo de .
Operacién Cociente Cociente x | Dividendo Residuo  se
divisor menos el | multiplica por
resultado de la | 60°
multiplicacion
315 +16 =2 | 19° 19x16 = 304 | 315-304 =11 | & y go° = 1=
165+4 =13 |41 41x4 =164 | 165-164=1 |- x60°=15°
15 15”

La solucion es 19°41° 15’

Existen otra equivalencia para el radian, que proviene de la division de 180 entre el
valor de 7 (3,1416...) cuyo resultado es el siguiente:

1rad = 57,29583333... = 57,29583 =57° 17’ 45”

Ejemplo 1:

5,76 rad

Solucion:  (5,76) (%)

= (5,76)(57,2958)

=330, 023808 cociente 330°
Residuo 0, 023808 x 60

=1, 42848 cociente 1’
Residuo 0, 42848 x 60

= 25, 7088 cociente 25" Sol. 330° 1’ 25" aproximadamente
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Ejemplo 2: 3,527 rad

Solucion: (3,527) (%)
=(3,527)(57,2958)
=202, 0822866 cociente 202°
Residuo 0, 0822866 x 60
=4,937196 cociente 4’
Residuo 0, 937196 x 60
=56, 23176 cociente 56” Sol. 202° 4’ 56” aproximadamente
CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 10.1
(SOLO LOS IMPARES)

| parte: Transformar los siguientes angulos de grados a radianes. Simplifique.

1. 90° 7. 333°30
2. 120° 8. 25°18'45”
3. 135° 9. 8°53 20"
4. 140° 10. 64°41°15”
5. 215° 11. 44° 26’ 40”
6. 270° 12. 11°6’40”
Il parte: Haga las siguientes conversiones a radianes.
1. 8, 2 revoluciones 4. 3, 4 angulos rectos
2. 6, 9 revoluciones 5. 4, 8 angulos rectos
3. 4, 32 revoluciones 6. 9, 8 angulos rectos

Il parte: Transforme los siguientes angulos a radianes a grados.

1. = 7. *
LllBTt 587'[
o, L3m g X
o {3
3, 2T 9. BC
13161'[ 126011'
g4, BT 10, 2¢
som 81
5. T 11. 4,2 rad
5. 2T 12. 2.71 rad
12
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Transforma angulos del sistema sexagesimal al sistema circular de
grados a radianes y viceversa.

J

RAZONES TRIGONOMETRICAS

La historia de las razones trigonométricas se remonta a la época babil6nica,
aproximadamente 100 a.c. Por el hecho de considerar el cielo dentro de una esfera,
algunos griegos como Hiparco de Nicea (Nicea,190 a.c. — 120 a.c.) y Claudio
Ptolomeo (Ptolemaida,100 d.c. — Canopo, 170 d.c.) realizaron estudios para
observar el comportamiento del sol, la lunay las estrellas, y las distancias existentes
entre estos cuerpos a través de la medicion de angulos. Para el afio 500, el
astronomo y matematico hindu Aria Bhatta (475-550 d.c.) estudié el concepto de
“seno” con el nombre de “ardha-jya, que significa “mitad - cuerda”; tal vez, por un
error de traduccion o quizas, porque las palabras arabes no utilizan vocales este
concepto se tradujo a “sinus” y de alli al espafiol al “seno”; los estudios realizados
tenian que ver con el movimiento de unas recta que gira en sentido a las manecillas
del reloj, alrededor de un punto fijo, y al medir las longitudes de las semicuerdas
estas se les asoci6 el angulo originado por el giro de las rectas. Diversos
matematicos posteriormente realizaron estudios y aportaciones a las funciones
trigonométricas. La obra de Leonhard Euler “Introductio in analysin infinitorum”
(1748) fue la que establecié el tratamiento analitico de las funciones trigopnométricas
en Europa, definiéndolas como series infinitas presentadas en las llamadas
"Férmulas de Euler".

Luego, se establecié una relacion para cualquier triangulo semejante, en el que
debe existir una relacién constante entre la hipotenusa y los catetos del triangulo
rectangulo. Justamente estas proporciones son las que expresan las funciones

trigonométricas.
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11.1. DEFINICION

Las razones trigonométricas de un angulo cualquiera, se define como la division
entre los tres lados de un triangulo rectangulo; O sea, de 90°. Se trata de establecer

una comparacion entre los catetos y la hipotenusa de dicho triangulo.

A+Y

FIGURA 11.1

P
<

s ——
—-X cos(8) +X

v -Y
Existen tres razones trigonométricas; Coseno, seno y la tangente

FIGURA 11.2

Cateto opuesto (a)

Cateto adyacente (b)

1. El seno de un angulo 8 se define como la razén entre el cateto opuesto (a) y la

hipotenusa (c)

cateto opuesto

seno 0 = abreviado sen @ =

hipotenusa
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2. El coseno de un angulo 6 se define como la razén entre el cateto adyacente (b)

y la hipotenusa (c)

cateto adyacente

) b
coseno 0 = abreviado cos 0 = -

hipotenusa

3. Latangente de un angulo 6 se define como la razén entre el cateto opuesto (a)

y el cateto adyacente (b)

cateto opuesto a

abreviado tan 0 = b

tangente 6 =
cateto adyacente

en consecuencia, cada una de estas funciones trigopnométricas tienen otra razon
inversa: la del seno es la cosecante, la del coseno es la secante y la de la tangente

es la cotangente.

4. La cotangente de un angulo 8 se define como la razon entre el cateto adyacente

(b) y el cateto opuesto (a)

cateto adyacente

. b
cotangente 6 = abreviado cot 0 = -

cateto opuesto

5. La secante de un angulo 8 se define como la razén entre la hipotenusa (c) y el

cateto adyacente (b)

hipotenusa

secante 6 = abreviado sec O = %

cateto adyacente

6. La cosecante de un angulo 6 se define como la razén entre la hipotenusa (c) y

el cateto opuesto (a)

hipotenusa

cosecante 0 = abreviado csc O =

cateto opuesto
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Dado un punto P y el &ngulo en su posicién normal, quedan definidas las seis
funciones trigonométricas.

A+Y

En resumen, vy
X
sen o = X cotO = —
r y
cos 0 = — sec O = —
r
tan 6 = X csc O = —
X y

Observaciones:

a. Si se multiplica una razén trigopnométrica por su inversa el resultado es 1.
b. Con dos valores conocidos se puede obtener el tercero aplicando el teorema

de Pitagoras.
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11.2. SIGNO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
El signo de cada una de las funciones trigopnométricas dependera del cuadrante

en que se encuentra el angulo.

W PRIMER SEGUNDO TERCERO CUARTO
FUNCIONES Q1 Q. Q3 Q4
sen 0 + + - -
cos 0 + - - +
tan 0 + - i -
cot O + - + -
sec O + - - +
cscO + + - -
Ejemplos

1. Construya el angulo en su posicion normal y calcule las funciones
trigonométricas, sabiendo que el punto P(- 5, 12) esta en el lado terminal.

Solucion:

P(-5,12) 4.y

y=12 |

+X
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Definido el angulo en su posicion normal, se busca el valor de r, aplicando en
teorema de Pitagoras
Xx=-5  y=12

r=+1x%+y?

r=£/(=5)2+ (12)?

r=++v25+ 144
r= +V169
r= 413

r = 13, el radio vector siempre es positivo.

_5 5
senb == 13 €0 y 12 12
x -5 5 0 r 13 13
— . _ N sech= —= — = ——
cosb= =13 13 x s 5
13
y 12 12 g T 13
eyt y© 12

2. Construya el angulo en su posicion normal sabiendo que la abscisa es V8
veces la ordenada y el radio vector estéa ubicado en el tercer cuadrante (Q5).
Halle las funciones trigonométricas.

Solucion:

Supongamos que el valor de la ordenada es b, luego
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x= —/8b y y = —b ambas son negativas porque r esta en Q,
T+Y
\ +‘X

Infinitos
puntos P

< <

n 1]

1 1 1
w N =

<
1]

y Y

Definido el angulo en su posicion normal, se busca el valor de r, aplicando en

teorema de Pitagoras

x=—/8b y

r=+,x%+y?

y=-b

r= J_r\/(—«/§ b)? + (=b)?

r =++/8b2 + b?
_y_—b_ 1
senB—r—gb— 3
0_x_—8b_ V8
COSv=3""3p ~ "3
rang Y —b 1 8
an = —= = —_—= —
x —/8b V8 8

r = +V9b?
r= +43b
r=3b
—V8b
cot 6 = = /8
—b
o_ T 3b 3 3V8
sec = — = = —-—— ——
X —8b V8 8
o — _3b_
csc B = ==
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s . e, . 5
3. Construya el angulo en su posicion normal sabiendo que sec@ = — 4 0

esta en Q,. Encuentre los valores de las demas funciones trigonometricas
.z 5
Solucion: sec = — ~ =~

L

. , y v -Y .
Definido el angulo en su posiciéon normal, se busca el valor de y, aplicando en

teorema de Pitagoras x=-4, r=5

yZiVTZ—XZ y=i\/§
y = /)= (-9? y= 13
y =++25—16 y = 3, porque 6 estaen Q,

Las demas funciones trigonométricas son:

g X_t_ 4
senG———E coto = —= 3~ 73
0 — 4 0 r 5
=—-=—= - csch=—=—
cos 5 5 3
g Y_3 __3
o= =271
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CONSIGNA DE APRENDIZAJE N°11.1
Resuelva los siguientes ejercicios propuestos. ( LOS IMPARES)
1. Sabiendo que P( -3, - 2) esta en el lado terminal, construya el &ngulo en su
posicién normal y halle todas las funciones trigonométricas.
2. Construya el angulo en su posicion normal y encuentre los valores de las
funciones trigonométricas, tome en cuenta que P(12, -5) esta en el lado
terminal del &ngulo.

3. Construya el angulo en su posicion normal y halle las demas funciones

trigonométricas sabiendo que cotf = — g y O estaenQ,

4. Halle los valores de las funciones secf, cosf, sabiendo que senf = —

V3

5 b
90°< A < 180°. Haga la grafica.

5. Halle los valores de las funciones tan6, senf y cot 8, sabiendo que

csch = — g , 180°< 8 < 270°. Haga la grafica.

. 1 .
6. Sabiendo que cosf = . €ncuentre los valores de las funciones

trigopnométricas  secH, cscf y tanf. Grafique y tome en cuenta que
0 estaen Q,

7. Tomando en cuenta que el valor de la ordenada es el triple de la abscisa,
construya el angulo en su posicion normal y encuentre los valores de las
funciones trigonomeétricas. El lado terminal esta en Q4

8. Sila abscisa es la mitad del valor de la ordenada, encuentre los valores de

las funciones trigopnométricas y grafique. 6 esta en Q,
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11.3. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS DE

30°, 45° Y 60° Y SUS MULTIPLOS

Para encontrar los valores de las funciones trigopnométricas de angulos de 30°,
45° y 60° partimos del hecho que en todo triangulo la suma de sus angulos
interiores da como resultado 180°, esta afirmacion nos lleva a deducir que: Si se
divide los grados entre 3 angulos, el resultado es 60° equivalente a un triangulo
llamado equilatero. Si se construye, por conveniencia, un triangulo equilatero
con longitud 2 unidades en sus tres segmentos y trazamos la altura de dicho
triangulo se forman 2 triangulos rectangulos semejantes. Por ser un triangulo
equilatero, el segmento o altura, divide el segmento y al angulo en dos partes

iguales como aparece en la figura.

Como se forman 2 triangulos rectangulos semejantes, se puede hallar la longitud
de lado faltante aplicando el teorema de Pitagoras. Es decir,

altura = /(2)? — (1)?

altura =v4 -1

altura = V3
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11.3.1. ANGULO DE 30°

Si se gira el triangulo 11, y se toma como referencia, en la base, el &ngulo de 30°

O
4
n
]
>
Q
10
O
S
L
]
altura =3 O
Cateto adyacente
De lo anterior, se concluye que:
sen 30° = % cot30°= —=+/3
2 2 <3 23
COS300_E sec30°= —=—X—=——
= V3 V3 V3 3
1 V3 1V3 3 2
tan30° = —=—=X—==—=— csc30°= —=2
V3 V3 V3 3 3 1

11.3.2. ANGULO DE 60°

©
S

P2
SN

8,

s

N

Il

&
Cateto opuesto

Si se gira el triangulo 1, y se toma como referencia, en la base, el angulo de 60°

Cateto adLyacente




De lo anterior, se concluye que:

3 1 V3 1V3 V3
sen 60° = — cot 60° = =—X—==—=—
2 V3 V3 V3 3 3
2
cos 60° = sec 60° = I =2
60° ZX\/§ 2V3
V3 csc = =—X—==—
tan60°=T=\/§ \/_ \/§ \/§ 3

11.3.3. ANGULO DE 45°

como se muestra en la figura

Si se considera un triangulo isésceles rectangulo cuyo lado igual mide 2 unidades

Cateto opuesto (a)

I_

Cateto adyacente (b)

Como el triangulo es rectangulo isosceles, a = b, aplicando el teorema de

Pitagoras, se tiene que:

¢ =/(@)?+ (b)? 4 = 2a?
2=J(@?+@?
2 =/2(a)? 2 =a?
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Como a = b, porque es un triAngulo rectangulo isésceles y el &ngulo es de 45°, se
tiene que b = 2

De lo anterior, se concluye que:

o_ V2 5
sen45° = 2 cot 45° = %:1

2 2 N2 2V2

cos45°—E sec45° = — = — X —=——=1/2
2 V2 V2 V2 2
V2 2 2 2 22

°= == cscd45° = — =" w2 2_Z2%_ 2
tan 45 NG 1 5557 .

Si se analiza los valores de las funciones trigpnomeétricas de los angulos de 30° y
60° se puede concluir que:

Sen 30° = cos 60° cot 30° = tan 60°
Cos 30° = sen 60° sec 30° = csc 60°
Tan 30° = cot 60° csc 30° = sec 60°

Esto sucede porque el angulo de 30° y el angulo de 60° son complementarios. O
sea, 30° + 60° = 90°. Si dos funciones trigonométricas tienen angulos
complementarios, entonces ambas funciones se conocen con el nombre de
cofunciones.

11.4. COFUNCIONES Y ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Cateto opuesto (b)

Cateto opuesto (a)

Cateto adyacente (b)

Cateto adyacente (a)
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En resumen,

COFUNCIONES

a

Sen A =E= Cos B
b

Cos A _ — = Sen B
C
a

TanA =—= cotB
b
b

Cot A _- — = tan B
a
c

SecA =—= CCscB
b
C

CscA =—= SecB
a

11.5 FUNCIONES DE ANGULOS CUADRANTES O CUADRANTALES

Los angulos cuadrantes son aquellos que construidos en su posicion normal su lado
terminal coincide con uno de los semiejes en el plano cartesiano. Estos angulos
son: 90°, 180°, 270°, 360° y sus multiplos.

Consideremos los angulos de 180° y 270°

+Y “+Y
180° 270°
X T 7] X X N\ +X
(N
r
!
v_Y V_Y
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Tomando en cuenta que el radio o lado terminal coincide con uno de los ejes,
guedan definidas las 6 funciones trigonométricas de la siguiente manera:

Sen180° =2=2=9 Sen270° =2=""=_1
Tr Tr T T

Cos 180° =§=‘7r=—1 Cos 270° =§=§=o

Tan 180° =§=_ir=o Tan 270° =§=‘—=ind

Cot 180°=§=‘§=ind. Cot 270°=§=_7:0

Sec180° = =1=—1 Sec270° ==L =inq.
X -Tr X 0

Csc180° =L == ind. Csc270° =L=L1=—1
y o0 y -r

Indefinido = ind.

En resumen, los valores de las funciones trigonomeétricas para angulos cuadrantes
guedan definidas como se muestra en la siguiente tabla:

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS CUADRANTES
grados 90° 180° 270° 0° o 360°
radianes - /4 3m 2n
2 2
sen 0 1 0 -1 0
cos O 0 -1 0 1
tan 6 Ind. 0 Ind. 0
cot 0 Ind. 0 Ind.
secO Ind. -1 Ind 1
cscf 1 Ind. -1 Ind.
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11.6 SIGNO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS
MULTIPLOS DE 30°, 45° Y 60°.

Los multiplos de los angulos de 30°, 45° y 60° son aquellos que se forman de la
suma o resta con los angulos cuadrantes de 180° y 360° con estos angulos.

Por ejemplo:

360° - 30° = 330° es multiplo de 30°
180° +45° = 225° es multiplo de 45°
180° - 60° = 120° es multiplo de 60°

El angulo multiplo va a depender de su angulo relacionado o de referencia. Para
encontrar los valores de las funciones trigopnométricas, dependera del cuadrante en
gue esta ubicado el angulo y de la funcion trigonométrica. El valor de estos angulos
solo difiere en el signo de su relacionado.

Signo de cada una de las funciones trigonométricas

A+Y
Todas las
sen 6 y csc 6 _
" funciones
son positivas -
son positivas
& +X,
tan 6 y cot 6 cos 0 y sec 6
son positivas son positivas
JV—Y

En cada cuadrante, las demas funciones trigonométricas tendran signo negativo.

Ejemplo:

Halle el angulo relacionado y signo de csc 300°. Encuentre el valor csc 300°
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Solucién 90°

A+Y

X
180° ~ +X: 360°
300°

Se busca el angulo relacionado
0z = 360°—300° = 60° porque el angulo esta en Q,
La cosecante en el cuarto cuadrante tiene signo negativo.

23
Luego, csc 300° = - csc 60° = - %—

11.7. ANGULO NEGATIVO PARA LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

El angulo negativo que gira en sentido a las manecillas del reloj, varia en el signo
en algunas funciones trigonomeétricas. Observe la figura.

90°
A+Y

. 8) +x i

180° X, 3600
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Se deduce que:

Ejemplos:

sen (—6) =—=>=->=—sen g
cos (—0) === cos 6
tan (—0) =_7y=—%=—tan9
CM(—®:3%=—§=—CNB
sec (—6) =£=sec9
csc (—6) =_Ly=—§=—csce

Halle el valor numérico de las siguientes expresiones.

sen 45° + 2 cos 60°

Solucion:

Z42()

2

=4
2

V242
C2

Se sustituyen los valores de funciones
trigonométricas para cada angulo.

Se simplifica.

se busca el m.c.m. y se simplifica.

2 tan 315°c0s60° + tan 60° cos 150° — sen90°

Solucién:

315°
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Oz = 360°—315°=45° porque el &ngulo estaen Q. y latan 6 es negativa.

150°

0z = 180° — 150° =30° porque el &ngulo estaen 2y el cos 0 es negativo.

Luego,
1 V3 Se sustituyen los valores de funciones
=2(-D(5)+ (V3)|-— -1 tri i 4
2 2 rigonomeétricas para cada angulo.
—_1-2_4 Se simplificael 2y+/3 x+/3 =3
_ 7 se busca el m.c.m. y se simplifica.
2
tan 225° + cos 300°
csc150° + sec 360°
Solucién:
225°

Or = 225° — 180°° = 45° porque el angulo esta en Q; y latan 0 es positiva.

300°

0z = 360° —300° = 60° porque el angulo estaen Q4 y el cos 0 es positivo.
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150° |

fr = 180° — 150° = 30° porque el &ngulo estaen Q, y lacsc 0 es positiva.

—q;—‘ 360°

Es un angulo cuadrante y el valor de la sec 360° = 1

Luego,
1 + % Se sustituyen los valores de funciones
=251 trigonométricas para cada angulo.

Il

Se resuelven las operaciones

Il
N W
X
W =

Se divide, invirtiendo el divisor

I
]
X
<l
I
N R

Se racionaliza
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sec(—225°)[cos 30° + sen(—300°)]

cos(—210°) — sen(—240°)

Solucion:
Funcién Angu_lo Cuadrante Sllgno del | Angulo d_e Valor final
negativo angulo referencia
sec(—225°) | sec225° tercero - —sec 45° -2
sen(—300°) | —sen300° cuarto - sen 60° ﬁ
2
cos(—210°) cos210° tercero - —cos 30° _ ﬁ
2
sen(—240°) | —sen 240° tercero - sen 60° ﬁ
2
Luego,
V3 3
-2 ( 7 t2 Se sustituyen los valores de funciones
- _ﬁ } ﬁ trigonométricas para cada angulo.
2 2
V7 (V3) |
Se resuelven las operaciones.
—V3
=2 Se simplifica.

Demostraciones utilizando angulos notables

Ejemplos:

2 sen 30°cos 30° = sen 60°

Solucién

2 sen 30°cos 30° =

2()(7)

2

sen 60°
\3 Sustituyendo los valores de las
2 razones trigonometricas.
? Se simplifica.
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tan 60° — tan 30°

cos 240° = sen 30°tan 30° — cos 30

tan 60° — tan 30°

sen 30°tan 30° — cos 30°

sec 240°
V3
V3--5 3 V3 V3 Sustituyendo los valores de
) - (5) 372 las razones trigopnométricas.
3V3 -3
3 = E - E Se simplifica.
—2 6 2
243 _ V3-3v2
) 6
23 1 _ 23
3 -2 6
_ﬁ = _E Se simplifica
3 3
tan 240° csc 60° = cos 330°tan60° + sen45° cos 315°
tan240° csc 60° = cos 330°tan60° + sen45° cos 315°
Sustituyendo los
2V3 3 2 2
(V3) <£> = <£> (V3) + <£> <£> valores de las razones
3 2 2 2 trigonométricas.
2.(3) B 3.2 V3xV3=3y
3 2 4 V2xV2=2
642
2 = % Se busca el m.c.m.
2 - 8
4
2 = 2 Se simplifica
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cot(—210°) + csc(—135°) =

cot(—210°) + csc(—135°)

— cot(210°) — csc(135°)

1

sec(—315°) — tan(—300)

1

sec(—315°) — tan(—300)

1
sec(315°) + tan(300)

Por definicion de
angulo negativo

Sustituyendo los

1 valores de las
-(v3) - (v2) - VZ + (=V3) razones
trigonométricas.
= 1 V2 ++3 Racionalizando
V32 T Va3 Z+B
V2 ++3
-3 -2 = m Aplicando la regla
_ V2 +4/3 Desarrollando las
—V3 -2 B 2 _3 potencias
_ V2 +4/3 Restando en el
—V3 -2 N 1 denominador
Dividiendo cada
—V3-v2 —V2-43 numerador entre -1
Propiedad
—V3-v2 —V3-42 conmutativa
Ssen?(—270) + 2sec?(—135%) cot 210° sec (—120°)tan 60°
sen sec™( ) = Cot (=300) tan (—150°)
cot 210° sec (—=120°)tan 60°

5sen?(—270) + 2sec?(—135°)

cot (—300)  tan (—150°)
i 707V 4 2 L3502 B cot 210° sec (120°)tan 60°
(—sen 270°) (sec135°) = —cot (300) —tan (150°)
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5[— (D)7 + 2(—2)"

I

|

|
S
SN—
-
<5
SN—

3
2 1 o3 V3 (-2)(¥3
5(1)% + 2(—V2) _ 5 e
3 3
V3+2V3
5(1) + 2(2) = R
3
3v3
5+ 4 = 3
3
9 = 3V3 x%
9 = 9

CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 11.2

| parte. Halle el valor de las siguientes expresiones. LOS IMPARES

o

1
2
3.
4
5

. sen 60° + tan 30°

cos 45°+sen 45°
sec45°

csc90° — 3 cot60°

tan 120°+cot 30°
csc? 135°

. 2 sen 120° + 4 cos?225° + tan 60°

csc150°+tan? 240°
cos?(—360) + cos(—180) + sen(—270)

sec(—300) — sen (—90°)
csc(—270°) — csc(—30°)

\/cosz 45°+co0s? 210°
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Il Parte: Demuestre las siguientes igualdades utilizando los valores de los &ngulos
notables. SOLO LOS IMPARES

sen 45° + cos 45° = sec 45°

cos 30° sec 60° = cot30°

sen 90° + csc30° = tan? 60°

2 cos 45° + 4 sen 30° = sec 45° + tan? 60° — sen 90°
4 cos 30° + 6 sen 45° = 6tan 30° + 3 sec45°

sen 90°+cos 60°
= cos? 60° + sen?45
sec60°

7. c¢sc?30° + tan®45° = — -
cos< 60°+ sen“ 30°
tan 240° csc150°

= sec 60°
cot30° sec60°
9. cos135°+ sen 150° =

A e o

csc30°+sen 30°

1
sec120°+2sec135°
tan 45° 30°
10. cos 30° = \/an jsen
csc4 45°
11. cos300°cos60° + cot330°tan 60° = cos 180° — tan 225° — sen 120° cos 30°
12. 2 sec? 45° — 5 tan? 45° = cos(—180)
13.3 sec® (—315°) — 2 cot? 150° = 6(csc 45° + cot 135°)
sen 90°—cot150° _ cos(—60°)+cos30°
" 3cot30°tan60°  csc? 30°+ sen? 45

15. 4(c0s330° — cot 210 %)2 = 22L3% csc(=3007)
sec(—60°)
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’ Unidad
Encuentra los valores desconocidos de los lados y angulos de
14 triangulos rectangulos.

J

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

El teorema de Pitdgoras fue descubierto aproximadamente hacia el afio 500 a.c. y
su nombre se atribuye a la escuela pitagérica. Este teorema que utiliza triangulos
rectangulos establece que la suma de la longitud de los cuadrados de los dos lados
qgue forman el angulo recto es exactamente igual a la longitud del cuadrado del
tercer lado o lado mayor. Diversos estudios afirman que este teorema ya era
conocido y aplicado por los antiguos babilonios; también, por la antigua civilizacion
hindu y algunas culturas chinas. A pesar que en otras civilizaciones ya se conocia
el Teorema de Pitagoras y ademas lo usaban para ciertos trabajos practicos no se
le puede quitar el mérito a Pitagoras ya que fue él quien demostro tal resultado para
todos los triangulos rectangulos. Gracias a este resultado se puede dar respuesta a
las medidas de los triangulos rectangulos.

14.1. RESOLUCION DE TRANGULOS RECTANGULOS

Si se construye un triangulo rectangulo AABC con el angulo A en su posicion normal,
entonces, las coordenadas del vértice B son (b, a) y el radio vector C. como se
muestra en la figura 14.1

90° T+Y
B(b,a)
A
C
a
180° 2 A +X, 3600
FIGURA 14.1
270°4—Y
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Por lo tanto, quedan definidas las funciones trigonométricas para el angulo A:

b

send = — cotA = —
c a

_c

cosA= — secA = b
a c
tanA4d = — cscA = —
b a

Si tomamos en cuenta el angulo complementario del angulo A, obtenemos la
cofuncién de ese angulo llamado B. como se muestra en la figura

muestra en la figura 14.2

90°4+Y
B = 90° — A° zjl(a,b)
g b
180° <& A +X, 360°
B a C
FIGURA 14.2
270°¢ =Y

De lo anterior, quedan definidas las funciones trigopnométricas para el angulo B:

a
senB = — COtB:E
c

c
b c
tan B = — cscB = —
a b
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Si se compara los resultados de las funciones trigonométricas para los angulos A 'y

B, se tiene que:

sec A =cscB =

csc A =secB =

a
senAd = cosB = —
c
b
cosA =senB = —
c
a
tan4A = cotB = —
b
b
cotA =tanB = —
a
c
b
c
a

Resolver un triangulo rectangulo es conocer la longitud de cada uno de los lados
del triangulo y la medida de los dos angulos restantes de dicho triangulo. Los lados
de un triangulo rectangulo se representan por letras mindsculas (a,b,y c) y los
angulos por letras mayusculas (A, By C). Es importante recordar que la suma de

los tres angulos de un tridngulo es 180°. Es decir,

A +B + C =180

Por ser triangulos rectangulos, hay un angulo de 90°. Sea C el &ngulo recto, o sea,

C=90°
Luego,

A +B +90° = 180°
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Si se despeja A,
A =180°-90°-B
A=90°-B
Si se despeja B
B =180°-90°-A
B=90°-A

En general, en la resolucién de triangulos rectangulos siempre se tiene tres datos
conocidos y tres desconocidos.

Ejemplo 1
SiA= 47° 50, a = 14, 25, Halle los valores restantes del triangulo rectangulo
B
Solucion:
B=90°-A
12,25
B =90°-47° 50
B =89°60"-47°50’ 47° 50’
C
B = 42° 10’ A b =9

Para encontrar el valor de c, se usa:
Para encontrar el valor de b, se usa:

a
senid = -
tanA4 = % c
12,25
12,25 sen47°50' = ——
tan 47° 50’ = c
12,25
12,25 0,7412 = ———
1,1041 = 5 c

. Despejando c,
Despejando b,

c= 22 =16,53
12,25 = = ’
b = b = 11,09 0,7412

1,1041
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Ejemplo 2
Sia= 0,29,

Solucioén:

Para encontrar el valor de A, se usa:

tan A4 = a

b
A = 0,29
MA= 054

tanA = 0,5370

Despejando A,

A = tan™1(0,5370)

A =28°14'

En la calculadora, (Shift tan 0,5370 = °’ ")
B=90°-A

B =90° - 28° 14’

B =89° 60" — 28° 14’

B =61° 46’

Ejemplo 3
SiB = 63° 20,

Solucion:
A=90°-B

A =90° - 63° 20’

A =89° 60 —63° 20’

A =26°40°

¢ = 0,54, Halle los valores restantes del triAngulo rectangulo

B

0,29

b =0,54 C

Para encontrar el valor de c, se usa:

b
COSA = -

C
cos28°14' = =

0,54
0,8810 = T

Despejando c,

0,54
0.8810

c=0,61

c = 14, 87, Halle los valores restantes del triangulo rectangulo
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Para encontrar el valor de a, se usa: Despejando el a,

cosB =2 a = (14,87)(0,4488)
C
a=6,67
cos 63°20" = 1487
0,4488 = 1487

Para encontrar el valor de b, se usa:

b
senB = -

C
sen 63° 20" = 1487
0,8936 = 1487

Despejando b,

b = (0,8936)(14,87) b =13,29

Ejemplo 4
SiB=50°16"21", b=0, 8612, Halle los valores restantes del triangulo
rectangulo. A
Solucién:
A=90°-B
A =90° - 50° 16’ 21" 8612
A =89°60'-50° 16" 21” S TEIT”
B DC
A =39° 43’ 39” a=?
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Para encontrar el valor de a, se usa: Para encontrar el valor de c, se usa:

b b
tanB = - senB = -

a C

., 08612 . 0,8612

tan 50°16'21" = " sen50°16'21" =

0,8612 0,8612
1,2033 = 7 0,7691 = .

0,8612 08612 .
= 17033 a= 0,7157 C= oeor c= 1,1197

CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 14.1
Encuentre la medida de los lados y angulos desconocidos de un triangulo
rectangulo. LOS IMPARES

1. a=12, b=5 8. b=24,23; c=5558
2. a=16, c=16V2 9. b=75,6; A=53°3

3. ¢=8, A=60° 10. a=7, B=25°12" 42"

4. b=6V3, A=30° 11. a=+v2, b=+7

5. a=47,B=22° 12. b=8,73; B=15°20" 13"
6. b=2045; B=15°57 13. a=0, 4512; b=0,2315

7. a=456; b=271 14 a=0,4513; B = 86° 56'24”

14.2. ANGULO DE ELEVACION Y DEPRESION

14.2.1. Angulo de elevacion

Si un observador esta en un punto X, mira un objeto, hacia arriba, situado en un

punto Y, el rayo XY se denomina linea visual o de mira 'y el angulo que se forma con
a linea horizontal, paralela al nivel del suelo, se llama angulo de elevacion.

. A

et linea horizontal

Ys___niveldelatierra o delmar
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14.2.2. Angulo de depresion

Si un observador esta en un punto X, mira un objeto, hacia abajo, situado en un

punto Y, el rayo XY se denomina linea visual o de mira y el &ngulo que se forma
con la linea horizontal, paralela al nivel del suelo, se llama angulo de depresion.

X linea horizontal

'
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Ejemplos

1. Se desea saber la altura de un arbol, cuyo angulo de elevacién es medido por
una persona de 1,78 m de altura en direccion 40° 38’ y la distancia entre la persona
y el arbol es de 12 m.

Solucion: B

tanA = % Asrpor = Apersona t+a
tan 40° 38’ = # Agrpor = 1,78 m + 10,3 m
0,8581 = # Asrpor = 12,08 m

a = (12m)(0,8581) a=10,3m

La altura del arbol es de 12, 08 m aproximadamente.
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Una persona observa dos globos aerostaticos B y B’ a una misma altura con angulos
de elevacion de 55°10’ my 34°45’ respectivamente. Si la distancia del objeto B esta
a 90 m de la persona, ¢ Cudl es la distancia entre los objetos?

solucioén:
OBJETO A OBJETOB
tand = = tand = —
b br
tan55° 10° = —— tan 34° 45° =
an 90—« af ~ 90
1,4370 = 0,6937 = —
90 — x 90
a=1,4370(90 — x) a =0,6937(90)
a=129,33 —1,4370x a=62,43

129,33 — 1,4370x = 62,43
129,33 — 62,43 = 1,4370x
66,90 = 1,4370x

66,90
X= 14370
X= 46,5m
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La distancia entre los globos aerostéticos es de 46,5m

Desde unaroca a una atura de 50m una persona de 1,80 m observa un bafista con
un angulo de 36° 12'. ¢ Cuénto debe nadar el bafiista para llegar a la base de la roca

y subirlgor la escalera? b

by
h#lﬁ
'

] Ly ] LTy ke 7
Jal Y T Y Pl L g
" L ST AN

L}/V\l

360

A

Solucion
Sea p la altura del cerro y h la altura de persona, luego
a=p+h
a=50m+1,80m
a=>51,80m
tan A = :
an Aa = b
51,80 m
tan 36°12' = —
51,80 m
0,7319 = —
b
_ 51,80m
~0,7319
b= 70,77m

El bafista debe nadar 70,77m para llegar a la escalera.
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10.

CONSIGNA DE APRENDIZAJE N° 13.2 (IMPARES)

Una persona de una altura de 1,67 m observa la parte mas alta de un arbol
de 20m de altura. Si el angulo que forma con la horizontal es de 25° 10,
calcule la distancia rectilinea desde la persona hasta el edificio.

Una persona de 1,85m observa la cuspide de un edificio de 34 m. si la
distancia desde la base de la ubicacién de la persona hasta el edificio es de
25 m. ¢ Cudl es el &ngulo de elevacion de la parte alta del edificio?

Desde la parte alta de una roca, una persona de 1,80 m divisa la caida de un
objeto extrafio a alta velocidad, si el un angulo de depresion justamente
cuando el objeto impacta con el suelo es de 36° 52’ y la distancia desde la
base de la roca hasta donde cayo el objeto es de 29,2 m. ¢ Cudl es la altura
de la roca?

Un piloto de barco observa la parte alta de un faro de 120 m de altura con un
angulo de elevacion de 34° 22’, Calcule la distancia rectilinea visual del piloto.

Un piloto desde el avion en lo alto observa a una persona en una carretera
con un angulo de depresion de 28° 15, si la linea visual del piloto es de 1400
m. ¢ A qué altura se encuentra el avion?

Desde la base del suelo se mide la parte alta de un edificio con un angulo de
elevacion de 61°11°. La distancia entre la marca donde se midi6 el angulo de
elevacion y la base del edificio es de 13,2 m. ¢ Cudl es la altura que existe
entre el primer piso cuya altura es de 6 my la parte mas alta del edificio?

Calcule la longitud de una escalera que se apoya en un arbol a una altura de
5 m. El angulo de elevacién respecto al arbol es de 64° 5’ medido desde la
parte donde la escalera toca el suelo y la altura del arbol es de 13,3 m.

Un observador esta ubicado en la parte alta de un faro, cuya altura coincide
con la cuspide del faro, desde alli mide el angulo de una embarcacién en alta
mar de 26° 2’ ; Cual es la distancia rectilinea entre el observador y el barco?

Se desea construir un tramo de una carretera a través de un cerro de manera
gue tenga una inclinacion cuya altura sobre el nivel del suelo sea 15, 6 m, si
la distancia donde se coloca el pin para iniciar la construccion hasta la base
del cerro es de 50m ¢, Qué angulo de elevacion debe llevar la carretera 'y cual
es la longitud de la misma?

Desde la parte alta de una cabafia de 4m, un hombre acostado observa dos
barcos en un gran lago, si con un teodolito capt6é los angulos de ambos
barcos Ay B en 15° 3’ y 11°6’ respectivamente. ;Cual es la distancia entre
ambos barcos? Tome en cuenta que la cabafia esta sobre una montafa a
27m sobre el nivel del lago.
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